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Exercice 1 : Noyau pour événements
Soit (2,.A, P) un espace de probabilité. Montrer que la fonction
K:AxA—-R
définie par :
V(A,B)€ A%, K(A,B)=P(ANB)— P(A)P(B)

est un noyau défini positif.

Exercice 2 : Splines

Soit H = C3 ([0, 1]) I’ensemble des fonctions f : [0,1] — R deux fois conti-
nuement dérivables. Soit H; C H I’ensemble des fonctions f € H telles que :

£(0) = f'(0) = 0.

2.1. Montrer qu’on peut munir H; d’une structure d’espace de Hilbert &
noyau reproduisant (rkhs) ayant pour norme :

1
1713, = / £ ()%t

et expliciter le noyau reproduisant K; correspondant.

2.2. Soit Hy I’ensemble des fonctions affines de [0, 1] — R (les fonctions de
la forme f(z) = ax + b, avec a,b € R). Montrer que Hs peut étre muni d’une
structure de rkhs avec la norme :

1f 72, = £(0)% + f/(0)?

et expliciter le noyau correspondant K.



2.3. En déduire que H muni de la norme :

1
1713 = / P02+ F0)? + f/(0)?

est un rkhs et déterminer son noyau reproduisant K.
2.4. Soient 0 < 1 < ... < x, <1let (y1,...,yn) € R™ Pour construire une
fonction de régression, on considére le probléme suivant :
1 '
min S0 (7 (o)~ w4 [ Ferae 1)
0

feH N

=1

Montrer que toute solution de (1) peut s’écrire sous la forme :
n
f@) =" Ky (zi, ) + i + Ba,
i=1

avec a = (aq,...,a,) € R" et B= (6o, 31) € R2.
2.5. Soient [ est la matrice identité n x n, M la matrice carré n x n définie
par :

Ky (24, 25) si i # j,
M; ;= L
Ki(zs,z5) +nX  sii=j,
T la matrice n x 2 :
1 T
T = S
1 =z,

ety = (y1,...,yn)"
Montrer que « et 3 satisfont :

Ta =0,
Ma+TB=y.
2.6. En déduire que a et 3 peuvent s’écrire :

a=M1 (I — 7 (M) T’M*l) y,
B=(T'MT)" T'M~ly.

2.7. Montrer que
- feC([0,1]);
— f est un polynome de degré 3 sur chaque intervalle [z;, z;,1] pour i =
1,...,n—1;
— f est une fonction affine sur les deux intervalles [0,z1] et [2,,1] .
f est appelée un spline.



Exercice 3 : Complexité de Rademacher

On appelle variable de Rademacher une variable aléatoire o valant 1 avec
probabilité 1/2 et —1 avec probabilité 1/2.
3.1. Soient (u1,us,...,uy) des vecteurs d’un espace de Hilbert muni d’un pro-
duit scalaire < .,. >. Montrer que si 01,09,...,0n sont N variables de Rade-
macher indépendantes, alors :

N N
E Z 005 < Ui, Uj >= Z H Uy ||2
ij=1 i=1

3.2. Soit K un noyau défini positif sur un espace X, Hx l'espace de Hil-
bert & noyau reproduisant associé, et Br = {f € Hk, || f |1z < R}. Pour tout

ensemble de points S = (x1,X2,...,Xy) avec x; € X (i = 1,...,N), et
01,02, ...,0n un ensemble de IV variables de Rademacher indépendantes, mon-
trer que




