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Exercice 1

Soit S = (x1,X3,...,Xx) un ensemble de points de R?.
1.1. Montrer que rechercher la plus petite sphére qui contient tous les points
est équivalent & résoudre le probléme d’optimisation:

min 72
ceR2,reR

sous les contraintes, pour ¢ =1,..., N:
Ixi —c|l” <r?

1.2 Ecrire le probléme dual associé.
1.3. Pour A > 0, on considére le probléme d’optimisation suivant, qui généralise
le précédent en cherchant une sphére qui contient “la plupart des points”

N
min r2+AZmax(0,||xi—c||2—r2).
ceR4,reR P

Ecrire le probléme dual associé, et montrer qu’il peut étre résolu quand les N
point sont dans ’espace de Hilbert & noyau reproduisant associé & un noyau
défini positif quelconque.

1.4. Dans le cas d’un noyau invariant par translation, montrer que ce probléme
est équivalent & une machine & vecteur de support que ’on décrira.

Exercice 2

On appelle variable de Rademacher une variable aléatoire o valant 1 avec prob-
abilité 1/2 et —1 avec probabilité 1/2.

2.1. Soient (ui,us,...,un) des vecteurs d’un espace de Hilbert muni d’un
produit scalaire < .,. >. Montrer que si 01,09,...,0n sont N variables de
Rademacher indépendantes, alors:

N N
E Z 005 < Ui, uj >= ZHW 2.
i=1

3,j=1



2.2. Soit K un noyau défini positif sur un espace X', Hi lespace de Hilbert &
noyau reproduisant associé, et Bgr = {f € Hk, || f |lux < R}. Pour tout ensem-
ble de points S = (x1,X2,...,xy) avecx; € X (i =1,...,N), et 01,09,...,0N
un ensemble de N variables de Rademacher indépendantes, montrer que

N
S R ZK(X,’,Xﬁ).

N
E sup oif (x:)
feBr z:zl i=1
Exercice 3
Soit K un noyau défini positif sur un espace X, (Hxk, || - ||xx ) I'espace de Hilbert

4 noyau reproduisant associé, A > 0, et ¢ : R — R une fonction. On suppose
que
k= sup K (x,x) < +00,
xeX

et onnote Bg = {f € Hk, || f |lnx < R}. On définit, pour tout f € Het x € X,

Ry(f,2) = & (f (%)) + Al f I3

3.1. On dit the ¢ est Lipschitz si il existe L > 0 tel que, pour tout z,y € R,
|¢(x) —¢(y)| < L||z — y||- Montrer que dans ce cas, il existe une constante
C} qu’on déterminera telle que, pour tout x € X et f,g € Bg:

| Ry (f,2) = Ry (9,7) | < Cull f = g llpxc-

3.2. On dit que ¢ est convexe si pour tout u,v € Rett € [0,1], ¢ (tu + (1 — t)v)
to(u) + (1 — t)p(v). On suppose que ¢ est convexe et que pour tout z € X, il
existe f; € H qui minimise f — Ry(f, ). montrer qu’il existe une constante
C> > 0 telle que

b(f,%) 2 Ry (f,%) = Ro (fo,%) > Call f = fir I3 -

3.3. Sous les hypothéses des deux question précédentes, en déduire qu’il existe
une constante C' qu’on déterminera telle que, si X est une variable aléatoire
prenant ses valeurs dans X:

VfeH, Ep(f,X)’<CEy(fX)

IA

Exercice 4

Les fonctions suivantes sont-elles des noyaux définis positifs:
min (z,y)
max(z, y)

1
2 —e—llz—ylP?
Vm,yGR, K3(£U;y) :max(0,1—|a:—y|)

V$5y>0) Kl(xay) =

Vm,y € RJ Kg(l',y) =



