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Les deux exercices sont indépendants.

Exercice 1 : B,-splines

On définit la convolution de deux fonctions f,g: R — R par :

jRg@%=/waM@—uMw

lorsque cette intégrale a un sens.
Soit la fonction :

1 i —1<z<1
I@)=q
0 siz<—-louz>1,

et B, = I'™ pour n € N, (c’est-a-dire la fonction I convoluée n fois avec
elleméme : By =I,By =IxI,B3 =1IxIx1,etc...).

La fonction k(z,y) = B, (x —y) est-elle un noyau défini positif sur RxR?
Si oui, décrire I’espace de Hilbert & noyau reproduisant associé.



Exercice 2 : Noyaux conditionnellement définis posi-
tifs

Soit X un ensemble. Une fonction k : X x X — R est appelée condition-
nellement définie positive (c.d.p.) si elle est symétrique et vérifie :

n
Z a;a;k(zi,zj) >0
ij—1

pour tout n € N, z1,%9,...,zn € X" et a1, a2,...,a, € R* avec Y ;- 1 a; =0

2.1. Montrer qu’une fonction définie positive (d.p.) est c.d.p.

2.2. Montrer qu’un fonction constante est c.d.p. mais pas forcément d.p.

2.3. Montrer que si X est un espace de Hilbert, alors k(z,y) = —||z —y|[?
est c.d.p. mais pas d.p.

2.4. Soit X un ensemble non vide, et zg € X un point. Pour toute
fonction k : X x X — R, soit la fonction k : X x X — R définie par :

k(z,y) = k(z,y) — k(zo, 2) — k(z0,y) + (2o, z0)-

Montrer que k est c.d.p. si et seulement si & est d.p.

2.5. En déduire que si k est un noyau c.d.p. sur X tel que k(z,z) =0
pour tout z € X, alors il existe un espace de Hilbert H et une application
® : X — H tels que, pour tout z,y € X :

k(z,y) = —| @(z) - 2(y) |I*.

2.6. Déduire de 2.4. que si k est c.d.p., alors la fonction exp(tk(z,y)) est
d.p. pour tout £ > 0

2.7. Réciproquement, si la fonction exp(tk(z,y)) est d.p. pour tout ¢ > 0,
montrer que k est c.d.p.

2.8. Soit y une mesure positive sur R™, et g : D(u) — R la fonction :

oe) = [ (¥ = 1) dui,

ou D(p) C R est 'ensemble des valeurs z pour lesquelles cette intégrale
converge.

2.8.a. Si k est un noyau c.d.p. sur un espace X, et si k(X x X) C D(u),
montrer que g o k est également c.d.p. sur X. (Suggestion : on pourra dans
un premier temps considérer g(z) = e** — 1)



2.8.b. Montrer que si k est c.d.p. et si g € X alors le noyau :

~

k(.’l),y) =g (k(.’l),y) + k‘(.’II(),.'E())) -9 (k(.’l:,.’I,'()) + k(y,.To))

est d.p. (en supposant que chaque terme soit bien défini). (Suggestion : on
pourra démontrer et utiliser le fait que si k est d.p., alors ef —1 est également

d.p.).
2.9. On rappelle que la fonction Gamma est définie pour tout > 0 par :

o
I(z) = / = e tdt.
0
2.9.a. Montrer que pour 0 < a < 1 et z > 0,

o o o —Az dA
- 1— iy
T —a /0 ( ¢ ) Ao+

2.9.b. En déduire que si k est c.d.p. sur X et k(z,z) < 0 pour tout
xz € X, alors —(—k)®* est bien définie et c.d.p. pour 0 < a < 1.



