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Introduction a la génomique



°

ADN
-

L'acide desoxyribonucléeique (ADN) est la molecule,
présente dans toutes les cellules, qui contient
I'information génétique transmise entre génération.

LADN peut étre en simple brin ou double brin.

Un brin simple (aussi appelé polynucléotide) est un
polymere linéaire composeé de 4 nucleotides: adénosine
(A), cytosine (C), guanine (G) et thymine (T)

On représente un polynucléotide par une séquence
orientée de lettre:
5 -AT-T-GCA-GGCGAT-T-A-GC &

|
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tructure de ’ADN (Watson et Crick, 1953
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ADN et information

- |

# La double helice est stable, quelle que soit la séguence
de nucléotides

# Parfait pour stocker 2 bits/base

# Distance entre 2 bases = 0.34nm, donc 6.10% bits/cm =
75GB/cm

o |
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ADN et chromosomes

Chromosome

Chiroenaid Chramalid Muchzus

Caprimens

|
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Génome

-

# Toutes les cellules d’'un organisme ont (a peu pres) le
meme ADN, appelé génome

Organisme | Chromosomes | Taille du génome (bp)
Bactéries 1 400,000 a 10,000,000
Levure 12 14,000,000
Mouche 4 300,000,000
Homme 46 6,000,000,000
Tulipe 24 60,000,000,000

o |
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Human genome
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°

Séguencage
-

séquencer = déterminer la sequence des lettres d’'un
ADN

1995: premier génome bactérien séguence
levure (1997), mouche (2000), homme (2003)...

shotgun approche: les plus grands problemes pour le
séquencage des eukaryotes superieurs sont
Informatigue (assemblage)!

|
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Sequencer
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-

Gene

-

Une partie continue d’'un brin d’ADN, a partir de laquelle une
machinerie moleculaire complexe peut lire de l'information
(encodée dans les lettes A,C,G,T) et créer une protéine par-

ticuliere

|
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Dogme central

: DNA 'MRNA | [ F>rotein]T

1 nucleotide to 1 nucleotide 1 codon (3 nucleotides) to 1 amino acid
according to the ' genetic code’

transcription translation

o |
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De 'ADN a la protéine

anscription

miclectides §F 3
I]].JHEEI' /
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o

Code génétigue

‘ | tRNA
/

C -

i ,
U Cc A anticodon AU G
5" A ¢ U caddn UAC  mRNA 3
2nd base in codon
Phe Ser Tvr Cys U
U Phe Ser Tyr Cys c L3
E Leu Sar STOP STopP A =
= Leu | Ser sTOP | Trp e =
o Leu Pro His Arg U -
L C Leu Pro His Arg C =1
e Leu Pro Glin Arg A s
o Leu | Pro Gin Ary = o
T e Thr Frt=n Ser J g
= | A Ne Thr Asn Ser C
e Thr Lys Arg A
Met Thr Lys Arg G
Val Ala Asp Gly U
G Val Ala Asp Gly c
Wal Ala Glu Gly A
Val Ala e

The Genetic Code J
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Espaces des séquences



Motivations

- N

# Croissance exponentielle de la guantité de seguences
disponible (effet direct des projets de sequencage):
ADN, ARN, protéines.

#® Besoin d’algorithmes pour comparer, classer, analyser
ces sequences

# Applications: prédiction de structure/fonctions de
protéines (genomique fonctionnelle), compréhension
des sighaux présents dans 'ADN, compréhension de
processus tels I'epissage et la régulation genétigue...

o |
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Séguences proteiques

-

Nous nous concentrerons sur la structure primaire des
protéines (dérivée de 'ADN codant grace au code
genétique)

Ce sont des polymeres linéaires d’acides amines

Il y a 20 acides amines. On peut donc représenter la

structure chimique d’'une protéine comme un texte sur
un alphabet de 20 lettre.

Exemple: I'insuline:
FVNQHL CGSHLVEAL YLVCGERGFFYTPKA

|
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L es 20 acides aminés

-

A : Alanine V : Valine L : Leucine

F : Phenylalanine P : Proline M : Méthionine
E : Acide glutamique | K : Lysine R : Arginine

T : Threonine C : Cysteine N : Asparagine
H : Histidine V : Thyrosine W : Tryptophane
| : Isoleucine S : Sérine Q : Glutamine

D : Acide aspartique | G : Glycine

|
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°

|’espace des protéines

Soit A 'ensemble des 20 acides amines
'espace des séquences possibles est:

X = L_JlA"

On note |x | la longueur d’'une ségquence x € X.

On compte actuellement environ 10° séquences
protéigues observee 'dans la nature’

... a comparer aux 20°"Y séquences possibles de 300
lettres de A

|
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Evolution des sequences

f #® Au sein d’'u organisme (croissance) et entre générationT
les génomes sont dupliqués.

#® Des erreurs de duplication ont parfois lieu, notamment:
s Substitution d’une lettre par une autre
s Deéletion d’une ou plusieurs lettres

s Insertion d’une ou plusieurs lettres

#® Ces erreurs (aléatoires) sont a la base de I'évolution

o |
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Exemple

f 1. CGGESLI AMMWWFGVY T
2. CGGSLI VMMWAFGV
3. CGGSLI VMVNRL MAFGV
4. CLI VMWNRLMAFGV

gue l'on écrit généralement:

1. CGGESLI AMMVE - - WFGV
2. CGGSLI VMM - - WFGV
3. CGGSLI VMWNRL MAFGV
4. G - LI VMUWNRLMAFGV

o |
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Objectif
B -

# Pendant I'évolution, les structures et les fonctions sont
beaucoup plus conservées gue les sequences

# Pour prédire structure et fonction, il faut donc
'reconnaitre’ I'évolution a partir des séquences

o Objectif: faire un noyau pour séquences proteiques qui
reconnaisse I'évolution: K (x,x’) est grand quand x et
x' sont liées par I'évolution.

o |
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Noyau spectral

|
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Motivations

- N

# Nous connaissons plusieurs noyaux généeriques pour
des vecteurs: lineaire, polynomial, RBF Gaussien...

# Comment faire un noyau simple et rapide a calculer
pour des seguences de longeur variable

® Référence: C. Leslie, E. Eskin, W.S. Noble,
The spectrum kernel: a string kernel for SVM protein classi
Proceedings of PSB 2002.

o |
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http://www.smi.stanford.edu/projects/helix/psb02/leslie.pdf

k-spectre d’'une séguence

- N

# Pour tout entier k& > 0, le k-spectre d’'une sequence de
longueur finie est la liste de k-mers (suites de k lettres)
gu’elle contient.

# Exemple: le 3-spectre de
x = CGGSLI AMMWFFGV
est:

(CGG GGS, GSL, SLI, LEA, T AM AMM MW MAF, WFG, FGA

o |
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L I

L I

Noyau spectral
-

Soit k£ > 0 fixé

Pour tout v € A*, soit @, (x) := le nombre de fois que le
k-gram u apparait dans x.

On définit le noyau spectral par:

K (x,x") := Z D, (x) Py (x')

uc Ak

C’est un noyau defini positif!

Deux séquences sont comparées a travers leurs
k-spectres.

|
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°

Implémentation
C’est un somme sur 20* termes... T

mais la plupart sont nuls. Le k-spectre d’'une séquence
x a au plus | x | — £k composantes non nulles.

On peut donc calculer le noyau en O (| x|+ |x"|) (voir
Vishwanathan et Smola, 2004)

La classification par SVM d’une séquence x prend
O (|x]):

fx)=w-®(x)= Zwuq)u (x) = wai---xi—i—k—l'

u 1=1

|
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Remarques

- N

# Le noyau spectral est indéependant du type de
séquences: il fonctionne aussi bien sur des séguences
biologiques que sur du texte en langage naturel, des
programmes en C, ...

# Des variantes ont été proposees, notamment pour
comparer les spectres a quelques mutations pres
(I'implémentation est alors moins rapide)

# Pas toujours tres performant, mais simple et rapide

o |
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Noyau de sous-sequences



Motivations

- N

# Le noyau spectral ne peut pas prendre en compte les
Insertions et deletions.

# |l existe peut-etre des features interessantes qui sont
des suites non contigues de lettres

# Reféerences: H. Lodhi et al.,
Text classification using string kernels, Journal of
Machine Learning Research (2), 419-444, 2002.

o |
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http://www.ai.mit.edu/projects/jmlr/papers/v2/lodhi02a.html

Sous-séquences

f ® Pourl <k <neN,onnote Z(k,n) 'ensemble des suiteT
d'indicesi = (i1,...,i;),avec 1 < iy <19 < ... <1ip < n.

#® Pour une sequence x = x1...x, € X de longueur n, et
pour une suite d’indices i € Z(k, n), on définit la
sous-sequence:

x (1) := x4, Ti, ... T,

# Lalongueur de la sous-séguence est:

[ (i) =i — 11 + 1.

o |
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Exemple de sous-séquence

f ABRACADABRA T
® i=(3,4,7,8,10)
® x (i) =RADAR
® [(i))=10—3+1=38



Noyau de sous-sequences

- N

# Réciproqguement, soit k € N et A € RT fixés. Pour tout
u € A%, on définit &, : X — R par:

Vx € X, Py (x)= > A,
icZ(k,|x]): x(i)=u

#® Le noyau de sous-sequences est le n.d.p. défini par:

V(X,X’)EX2, K/U\ XX ZCID )

uc Ak

o |
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Exemple

-

u ca ct at ba bt cr ar br

® JIA2 X A2 0 0 0 0 0
dycar) [ A2 0 0 0 0 X A 0
ip )0 0 A2 X XN 0 0 0
i )0 0 0 X 0 0 X N\

K (cat,cat) = K (car,car) = 2\* + \°
K (cat,car) = \*
K (cat, bar =0

|
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Implémentation

-

On désire calculer, pour x,x’ € X, le noyau:

Z Dy (x) Dy (X/)

uc A»

-y ¥ Z))\ZH

uc A" i:x(i)=u i’

K\ (X, X/)

L'énumération de toutes les sous-séquences est trop longue

guand n augmente.

o |
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-

Implémentation

Pour u € A" on a défini

(I)u(X): Z )\in—iﬁ—l.
irxx(i)=u

Soit maintenant

\Ifu(X): Z )\|x|—i1+1.

irxx(i)=u



Implémentation (cont.)

- N

En notant x (1,5) =z ...z, une simple re-écriture montre
gue, si on note a € A la derniere lettre de u (u = va):

Oyo (x) = Uy(x(Lj—1)\

jell|x|:z;=a

et
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Implémentation (cont.)

- N

On remargue également que, si on s’intéresse a une
séquence de la forme xa (i.e., dont la derniere lettre est
a € A), alors

# Sila derniere lettre de u n’est pas a:

{cpu (xa) = Oy (X))
Uy (xa) = Ay (x).

# Sila derniere lettre de u est égale a a (i.e., u = va avec
v e A" 1)

Pyo (xa) = Dyg (X) + AUy (),
Uye (xa) = AWyq (x) + AWy (X).

|
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Implémentation (cont.)

-

Montrons comment

By (x,x') := Z Ty (x) Uy (X')

ucA»

et le noyau qui nous intéresse:

K, (X,X’) — Z Oy (x) Dy (X/)

uc A"

peuvent se calculer de maniere récursive. On a tout
d’abord:

{Bo(x,x’)l pour tout x, x’
Bi(x,x') =0 simin(|x]|,|x']) <k J
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Calcul récursive de B,

- N

B (Xa, X/)
— Z Uy (xa) Uy (X/)
uc A"
=AY U (x) Uy (X)) + A D> Ty (x) Tyg (X)
uc A" veAr—1

= \B, (X,X’) -+

Ay \IJV(X)(
JEIL| %' [

veAr—1 rh=a

U, (x' (1,5 — 1)) AI¥ J’“)

= \B, (x,x') + Z Bp-1 (x,x' (1,7 — 1)) Al =542

JEIL| X ||:x)=a
Cours Tlc
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Calcul récursive de K,

K, (Xa, X/)

— Z Dy (xa) Py (X)

ucA»

= Z oy (X) oy (X/) + A Z Wy (X) Pyq (X/)

uc A veAr—1
= K, (X, X’) +

Ay \IJV(X)( > \IJV(X’(l,jl)))\)
JE

veAr—1 1| x'[|:z}=a

= \K,, (x,x') + A2 Z Bp-1 (x,x' (1,7 — 1))

JEIL| X ||:x)=a
Cours Tlc
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Remarques

- N

# Lalgorithme esten O(n|x||x’ 12). On peut rédutiliser les
calculs pour avoir une complexité O(n|x||x’|)

# Beaucoup plus long que le noyau spectral.

# A fourni des résultats intéressants pour la classification
de textes.

o |

Cours Tlcom Paris, (€)2004 Jean-Philippe Vert (Jean-Philippe.Vert@mines.org) — p.43/110



Similarité par alignement

|
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Le probleme

-

Soient les deux sequences:

x1 = CGGSLI AMMWFGV
x9 = CLI VMWNRLMAFGV

Comment quantifier leur similarité au sens de I’évolution?

o |
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Alignement des séquences

- N

Aligner = mettre en correspondance les lettres des deux
séquences, quitte a ajouter des gaps dans l'une ou dans
I'autre

CGGSLI AMM - - WFGV

R ARy
C - LI VMVNRLMAFGV

o |
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Alignement (cont.)

- N

Mathematiqguement, un alignement = de p > 0 lettres entre
deux séquences x et x’ de longueurs m et n est une paire
de p-uples:

= ((m(1),...,m(p)), (m(1),...,m(p))),
avec.
<m(2) <...<m(p) I

< |x
<m(2) <...<m(p) <yl

_ =
VAN VAN
3 2
==

On note 11 (x, x’) I'ensemble des alignements possibles entre

les deux séquences x et x’.

o |
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Exemple

- N

= ((1,5,6,7.8,9,10,11,12,13),(1,2,3,4,5,6,7,12,13,14))
CGGESLI AMME - - WFGV

R ARy
G - LI VMWNRLMAFGV

o |
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Scoring d'alignement

- N

Un alignement est bon si:
# les lettres alignées 'se ressemblent’;
# ilyapeude gaps.

On va construire une fonction (un score) qui est d’autant plus

grand gue les séquences se ressemblent

o |
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Scoring d’alignement (cont.)
- | L -

Pour tout alignement = € 11 (x,y), on définit son score par:

SSg ZS L1 (1) Yo ))

_Z (m1(z+1) —m1(d) — 1) + g(ma(i + 1) — m2(z) — 1)],

Ou.

#® S estune matrice 20 x 20 qui définit la similarité entre
les paires de lettres

® ¢: N — R estune fonction qui deéfinit le colt d’'un gap de

L longueur donné (avec ¢(0) = 0). J
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Exemple

-

= ((1,5,6,7.8,9,10,11,12,13),(1,2,3,4,5,6,7,12,13,14))
CGGESLI AMME - - WFGV

R ARy
G - LI VMWNRLMAFGV

sgq(m)=5(C,C)+S(L,L)+S(I,I)+ S(AV)+25(M,M)
+ SW, W)+ S(F,F)+ S(G,G)+ S(V,V) —g(3) — g(4)

|
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Score de Smith-Waterman

- N

Definition 1  On appelle score de Smith-Waterman, ou
score d’alignement local entre deux ségquences x et x’ le
score du meilleur alignement:

SWs4(X,y) = We%?fw 55.4(T).

o |
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-

Calcul de SW

# Soit le codt linéaire g(n) = yn

® Pourtoutl <a<b<|x]|,soltx|a, bl :=ux,...1p.

® Pourtoutl <a<|x|etl<d <|x'|, on observe que:

SWs 4(x

max <

1,a],x'[1,
(0

SWg 4(x
SWg q(x

L SWg 4(x

a]) =

:17 a — 1]7X/[17 a/]) T Y
:17 CL],X/[L CL/ - 1]) T Y

1,a—1],x'[1,d" —1]) + S (x4, 2)))

# Cela fournit une méthode de calcul en O(| x| | x'|)

o

|
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Exercice

- N

Trouver un algorithme en O(|x | |x"|) pour calculer le score
d’alignement local dans le cas d’'un cout affine:

——
—~
S =2
Il

\’O

d+en—1)ifn>1,

o |
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Noyau de convolution

|
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Motivations

-

Le score d’alignement local est censé étre une bonne
mesure de similarité entres ségquences biologigues.

Mais... ce n’est pas un noyau en général (dépend du
choix des parametres).

Comment faire un noyau gui imite ce score?

Ref: Haussler 1999 (Convolution kernels), Vert et al.
2004 (Local alignment kernels)

|
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_emme: Opérations de bases sur les n.d

- N

Lemme 2 Si K; et K5 sont des n.d.p., alors:

Kl _|_K27
Ki1Ko, et
cK1, pour c > 0,

sont egalement des n.d.p. Si (K;);~, est une famille de
n.d.p. qui converge ponctuellement en une fonction K:

V(X,X’) c X’ K (X,X’) = lim K} (X,X/),

n—oo

alors K est aussi un n.d.p.

o |
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Preuves

- N

Soient A et B des matrices n x n semi-deéfinies positives
(s-d.p.). Alors, par diagonalisation, on peut écrire:

Ai,j — Z fp(i)fp(j)
p=1

pour une famille de vecteurs f1, ..., f,. Donc, pour a € R"
arbitraire:

n n n
D i AiBig =) > aifp(i)a;fy(5)Bij > 0.

1,7=1 p=11,7=1

o |
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Preuves (cont.)

- -

La matrice C; ; = A; ;B; ; est donc s-d.p, donc K; K> est un
n.d.p. si K; et Ky le sont. Les autres propriétes decoulent

directement de la définition. [

o |
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Lemme: Noyaux produits

- N

Lemme 3 Soit X = A} x Xy. Soient K7 un n.d.p. sur A, et
Ko un n.d.p. sur X,. Alors les fonctions suivantes sont des
n.d.p. sur X

® |a somme directe,

K ((x1,%x2),(y1,¥2)) = K1 (x1,y1) + K2 (x2,¥2) ,

# le produit direct

K ((x1,%x2),(y1,y2)) = K1 (x1,y1) K2 (x2,y2) .

o |
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Preuves

-

Si K7 est un noyau, soit ®; : X} — H tel que
Ky (x1,y1) = {(P1 (x1), @1 (y1)) -
Soit & : X} x Xy — H défini par:
O ((x1,x%2)) = 1 (x1).
Alors pour x = (x1,x2) ety = (y1,y2) € X,0na

(P ((x1,%2)), P ((y1,¥2)))py = K1 (x1,%2),

ce qui montre que K (x,y) := Kj(x1,y1) est un n..p. sur
X1 x Xy, Le lemme découle des opérations d'addition et
Lmultiplication surn.d.p. O J
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Lemme: Noyaux pour parties

- N

Lemme 4 Soit K un n.d.p. sur un espace X, et soit P (X)
I'ensemble des parties finies d’éléments de X'. Alors la
fonction Kp sur P (X) x P (X) définie par:

VA, BeP(X), Kp(AB):=>» Y K(x,)
xcAyeB

est un n.d.p. sur P (X).

o |
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Preuves

-

Soit & : X — H tel que

K (xy)=(®(x),®(y))y-

Alors, pour A, B € P(X), on a:

Kp(A,B)=) > (2(x),®(y))y

xcAyERB

<z¢<x>7zq><y>>

xcA yeDB

::«DP(A)”bP(En>H7

avec Pp(A) =) 4P (x). qfd

|
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Convolution

- N

Nous pouvons maintenant I'opération qui nous permettra
de construire des noyaux pour séquences:

Definition 5 Soient K; and K5 deux n.d.p pour
séquences.. La convolution de K; et K5, denotée K1 x~ Ko,
est la fonctions suivante, pour x,x’ € X

Ky x Ka(x,y) = Z Ki(x1,y1)K2(x2,¥2).

X1X2—=X,¥V1Y2—Y

Theoreme 6 Si K et Ky sont des n.d.p., alors K| « s est
aussi un n.d.p.

o |
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Preuve

- N

Soit X 'ensemble des séquences finies. Pour x € X, soit
R(x)={(x1,%x2) € X X X :x=x1X2} C X X X.

On peut alors écrire

K1 Ka(x,y)= ) > Ki(x1,y1)Ka(x2,y2)
(x1,%2)€R(x) (y1,y2)€R(y)

qgui est un n.d.p. par leslemmes 3 et4. [

o |
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3 noyaux de bases pour séquences

- N

Pour toutes sequences x,y € X, définissons:

# Un noyau trivial:
Ky (x,y) = 1.

# Un noyau pour lettres seules

(8) _ )0 sl [x|#1ou |y|#1,
Ra (xy) = { exp (6S(x,y)) sinon

# Un noyau pour gaps:

B K (x,y) = exp[B (g (|x]) + g (|x]))] B
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Remarques

-

® S: A% — R estla fonction de similarité entre lettres

utilisée dans le score d'alignement. Kéﬁ) est un n.d.p.

seulement quand la matrice:
(exp (Bs(a, b)) (q.p)ca?

est semi-définie positive.

# ¢ estla fontion utilisee pour pénaliser les gaps dans le
score d’alignement. Le noyau pour gap est toujours d.p.
car il s’écrit simplement comme un produit scalaire:

K (x,y) = exp (Bg (|x ) x exp (Bg (| y |))

o |
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Convolution des noyaux

- .

#® Pour chague n € N, on définit un noyau pour alignement
de n lettres:

(n—1)

K():KO*(KC(Lﬁ)*Kg(,ﬁ)) *Kéﬁ)*K().

(n)

#® Le noyau d'alignement local est alors défini par:

B = (8
KéX:ZK((i)>'
1=0

o |

Cours Tlcom Paris, @2004 Jean-Philippe Vert (Jean-Philippe.Vert@mines.org) — p.68/110



Remarques

-

o K((g)) est un n.d.p. en tant que convolue de n.d.p.
(théoreme 6).

-

o Kﬁz est un n.d.p. en tant que limite ponctuelle de n.d.p.
(lemme 2)

o |
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Lien avec le score d’alignement

- N

Theoreme 7 Le n.d.p. Kﬁi verifie, pour tout x,y € X"

K xy)= Y exp(@s(xy.m).

mell(x,y)

et
_— (5) _
lim —InK; (x,y) =5SWgs,(x,y).

o |
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Remarques

- N

# Le noyau d’'alignement local est calculé a partir de
scores d’alignements censeés avoir un sens biologique

#® Ce theoreme montre pourquoi le score de SW n’est pas
un n.d.p.:

s 1l ne considere que le score du meilleur alignement,
au lieu de moyenner sur tous les alignements

s |l faudrait prendre son exponentielle pour se
rapprocher du noyau d’alignement local.

o |
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Preuve du théoreme 7

- N

Pour deux séguences x,y € X, Soit:

I, (x,y) = {7 € Mu(x,y) : m(n) = [x[, m2(n) = |y]}.

On va alors utiliser le
Lemme 8 Pourn > 1, on a:

> exp(Bslx,y.m) = Kox Kox (g Ka)" ™ (x,),
WEH%(X7Y)

et pour n = 0:

Y exp(Bs(x,y.m) = Ko(x,y)

mell(x,y)

o |
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Preuve du théoreme 7

- N

On déduit le théoreme 7 du lemme 8 en écrivant:

> exp(Bs(xy,m)

well, (x,y)

~ Y Y en@siynm)

X=X1X2,y=y1y2 7€l (x1,y1)

= Z Kox Ko (Kg% Ko)" " (x1,y1)

X=X1X2,Y=Y1¥Y2

= Kox Ko (Kg% Ko)" ' % Ko(x,y) O

o |
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Preuve du lemme 8
fOn prouve le lemme 8 par recurrence sur n. T

# |l est trivial pour n = 0 (le score d'un alignement de 0
lettre étant nul).

® Pourn =1, IIY(x,y) est réduit au singleton {(|x|, [y|)}
(seules les dernieres lettres sont alignées), qui a un
score S(zx|, y|y|)- D'autre part,

Kox Ko(X,y) = > Ko(x1,y1)Ka(x2,y2)

X1 X=X, Y1yY2=Y

= exp |55 (@, )]

o |
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Preuve du lemme 8

- N

Supposons le lemme valide pour n — 1. Pour tout
m ¢ IIY(x,y), soit f(r) € 1L, (x,y) I'alignement obtenu en
retirant les dernieres lettres alignees dans =. On a alors:

> exp(Bs(xy,m)

melll (x,y)

— Z Z exp (Bs(x1,y1, f~ (7)),

X—=X1X2X3,Y—Y1¥Y2¥3 W/EH%_l (Xl 7y1)

ou la somme porte porte sur toutes les décompositions telles

que |x3| =|y3| = 1.

o |
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Preuve du lemme 8

- N

Pour une telle decomposition x = x1x9x3, le score
d’alignement est par définition:

s(x,y,m) = s(x1,y1, [(7)) + g(|x2]) + g(ly2l) + S(x3,¥3),

donc:

exp (Bs(x,y, 7)) = exp (Bs(x1,y1, f(7))) Kg(X2,¥2) Ka(X3,¥3).

o |
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Preuve du lemme 8

- N

Le noyau K, etant nul pour les séguences non réeduites a
une lettre, on en deduit que:

Y exp(fs(xy,m)

mellf (x,y)

_ Z Z exp (Bs(x1,y1, f(7)))

X=X1X2X3,y=y1y2ys 7€Il®_,(x1,y1)

X KQ(X27 YQ)KQ(X?,, YS)a

ou la somme porte sur toutes les décompositions possible

de x et y en x1x9x3 et y1y2ys.

o |
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Preuve du lemme 8

- -

En utilisant I'hypothese de récurrence on en deéduit:

Z exp (Os(x,y,7))

mellf (x,y)

_ Z Z exp (Bs(x1,y1, f(7)))

X—=—X1X2X3,Y—=Y1Y2Y¥Y3 WEH%_l (Xl ,y1)

X Kg(XQ, Y2)Ka(X37 YS)
— Z KQ*KG*(KQ*KCL)”_Q (X17y1)

X=X1X2X3,Y=Y1Y2Y3

x Kg(x2,y2)Ka(x3,y3)
= Ko x Ky * (Kg x Ka)n_l (Xv Y) .

o -
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Implémentation

- N

® |e score d’alignement peut se calculeren O (|x ||y |)
par programmation dynamique.

# Le noyau d’alignement aussi!, avec de tres légere
modifications.

On suppose gue la fonction de gap est affine:

9(0) =0,
gln) =d+en—1)sin>1,

o |
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Implémentation

- N

Le noyau peut se calculer par:

K (x,y) = 1+ Xo(|x], ly]) + Ya(xI, [y]) + M (%], ly]).

ou M(i,j5),X(i,5),Y(i,75), Xa(i,5), €t Ya(i,7) pour 0 < < |x]|,
et 0 < j < |y| sont définis recursivement par:

/

M(i,0) = M(0, ) = 0,
X(i,0) = X(0,5) =0,
Y (i,0) = Y(0,5) =0,
X5(3,0) = X5(0,5) = 0,
| Ya(3,0) = Y5(0,5) =0,

o |
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-

..etpouri=1,...,|x|etj=1,... |y|

/

Implémentation

M(i,j) = exp(BS(wi,y;)) |1+ X (i 1,5~ 1)
+Y(i—1,j—1)+M(z’—1,j—1)},
X(i,7) =exp(Bd)M(i—1,j) +exp(Be)X (i —1,7),
Y(i,j) = exp(Bd)[M(i,j—1)+ X(i,j —1)]
+exp(Be)Y (i,7 — 1),
(i1 —1,7) +Xo(i — 1,7),

M
M(Zaj _ 1) +X2(27] _ 1) _|_Y2(Za] _ 1)

|
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Implémentation: preuve

- N

# La preuve de la validité de 'implémentation se fait par
recurrence, voir Vert et al. (2004).

® Laissée en exercice...

o |
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- N

Application: détection d’homologie
lointaine



Le probleme de ’'homologie lointaine

Sequence similarity

# Same structure/function but sequence diverged

#» Remote homology can not be found by direct sequence
similarity

o |
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SCOP database
L -

SCOP
Superfamilngc\g> / S Cé
-l

[
Family OO O Oé) é)
Renmot e honmol ogs O ose honol ogs



A benchmark experiment

- N

# Can we predict the superfamily of a domain if we have
not seen any member of its family before?

# During learning: remove a family and learn the
difference between the superfamily and the rest

# Then, use the model to test each domain of the family
removed

o |
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>COP superfamily recognition benchmar

-

No. of families with given performance

60

B

|
SVM-LA —+—
SVM-pairwise ---x---
SVM-Mismatch ------
SVM-Fisher &

~~~~~~ I S

Bk, o 1

I I I I %%6%
0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Remarque

- N

#® Les valeurs du noyau LA sont exponentiellement petite.
En pratique on a du tricher et prendre leur logarithme.
Le résultat n’est plus un n.d.p., mais on s’en est sorti
avec des procedures ad hoc pour rendre la matrice de
Gram symeétrique définie positive.

#® Le noyau d’alignement local est actuellement la
methode la plus performante pour cette expérience.

o |
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Noyaux marginalisés

|
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°

Motivations

-

On se place dans le cas ou les donnees x € X ne sont
gue la partie "visible” d’objets plus complexes
z=(x,y) e Z:=XU.

y € Y n'est pas observe, mais contient beaucoup
d’information pertinente sur x (ex: x est une phrase, y
sa structure grammatical)

On a un noyau naturel sur Z (les donnees completes).

Comment en déduire un noyau sur X (les données
observees)?

|
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Cadre probabiliste

- N

® Etant donné une observation x € X, la donnée cachée
correspondante y € ) ne peut pas étre deduite de
maniere certaine.

# On se place donc dans un cadre probabiliste: (), B) est
un espace mesurable, et on suppose que pour chaque
x € X, on a une probabilité "conditionnelle”

Px € M{ (Y, B) (une mesure positive de masse 1).

o |
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Noyau marginalisé

Definition 9 Si Kz est une fonction sur 2% = (X x ),
mesurable en tant que fonction de y pour tout x, I'opération

de marginalisation consiste a définir la fonction Ky sur X2
par:

Ky (Xaxl) = EPX(dy)XPX/(dy’)KZ (Z, Z/)

[ [ Kz (e9). (65) Pelay) P (a')

Theoreme 10 Si Kz est un noyau défini positif sur Z, alors
Ky est un noyau défini positif sur X appelé noyau
marginalisé.

|
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-

o

Preuve du théoreme 1

Si Kz est un n.d.p. sur Z, alors il existe un espace de
Hilbert H et &z : Z — H tel que

Kz (z,z/) = <<I>Z (z),Pz (Z/)>H‘

La marginalisation donne donc:

Kx (x,%X') = Ep,(ay)xpu(dy) Kz (2,2)
= Ep,(ay)x P (dy) (Pz (2), Pz (2)),
= (Ep(dy)2z (2) , Ep, (ay) 2z (2') ),

donc Ky estun n.d.p. sur X. [



- N

Noyaux pour séquences par chaines
de Markov cachees



Motivations

Les chaines de Markov cachées (HMM: hidden MarkovT
models) sont extremement utilisées pour modéliser des
séquences biologiques

Les états cachés (voir les slides suivants) ont en
genéral un sens biologique

La marginalisation va permettre de deduire un n.d.p.
basé sur cette information biologique codée dans le
modele probabiliste

Cette applications n’est pas restreinte aux sequences
biologiques: les HMM sont tres utilisées dans de
nombreux autres domaines (reconnaissance vocale,
traitements du signal,...).

|
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Chaine de Markov

- .

Soit S un ensemble fini, comprenant un élément S (Start) et
un élément £ (End). Une chaine de Markov est une
distribution de probabilité P sur Y = S* definie par:

0 Siyg # S 0U y, # E ouy; = E pour i < n,
[Ty p (yi+1lys)  sinon,

avec pour tout a,b € Y

{p(ab) > 0

2 ces Plcla) = 1.

o |
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Calcul de la probabilité d’'une séquence sous ce modele:

P (SababcE) = 0.5 x 1 x 0.4 x1x0.6 x 0.3 =0.0036



Chaine de Markov cachée (HMM)
B -

On n’'observe pas la suite des états, qui forment un chaine
de Markov. Par contre, on suppose gue chaque étaty € S
(sauf S et F) émet, independamment des autres, une
variable z € A (fini) que I'on observe.

On obtient donc une probabilité sur les paires

(x,y) € A* x §* définie par:

n

P (5131 e, Yo - - yn—i—l) — p(yO . yn—H) X HW(CC@’y@),
1=1

ou 7w est la probabilité conditionnelle d’émission

> ,eam(zly) =1poury € S).

o |
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Exemple: pile ou face biaisé

- N

0.85
05 %;% # Une piece normale N,
@/0_1 o1 (B une biaisée B (non ob-
T (B serve)
0.85

#® On observe pile (0) ou face (1) avec probabilités:

7(0|N) =1 — 7(1|N) = 0.5,
7(0|B) =1 — n(1|B) = 0.8.

#® Exemple de realisation:

NNNNNBBBBBBBBBNNNNNNNNNNNBBBBBB
\_ 10010111011110100101110011110112 J
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Noyau pour données observees

- N

#® Sionn'observe que x € A%, le n.d.p. le plus simple est
le 1-spectral:

K(xx) =3 na(x)nq(x),
acA
ou n, (x) est le nombre d’occurrences de a dans x.
#® Exemple:

x =1001011101111010010111001111011,
x' =0011010110011111011010111101100101,

k(x,x') =ng(x)no (x') +n1 (x) n1 (x')
= 11 x 13 4+ 20 x 21 = 563.

o |

Cours Tlcom Paris, @2004 Jean-Philippe Vert (Jean-Philippe.Vert@mines.org) — p.100/110



Noyaux pour données totales

- .

# Sion observait les données totales z = (x,y) € A* x S*,
on pourrait utilise le noyau:

K=z (z, z’) = Z Nas (Z) Na.s (2)

(a,s)€EAXS
OuU n, s (x,y) estle nombre d’occurrences de s dans y
qui émettent a dans x.
® Exemple:

z=1001011101111010010111001111011,
z’ =0011010110011111011010111101100101,

k(z,2') =no(z)no (2') + no(z)no (2') +n1 (z) ni (2') + ny (2)
o =T7x15+9%x 12+ 13 x6+2x 1 =293, o
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Noyau marginalisé

- N

Le noyau marginalisé pour données observées est defini
par:

= Y Kz ((xy),(xy)) Pyl P(yx)
y,y'€s*
— Z D5 (x) Dy s (X’) :
(a,s)eAXS

avec
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Calcul du noyau marginalisé

-

Nous allons calculer explicitement ¢, , (x), pour tout
(a,s) € A xS. Supposons

X=x1...2,7 € A",
Alors P (y|x) > 0 implique y soit de la forme:
y =5y1...yp B € S"T2,

On a alors, en notant § est le symbole de Kronecker
(6(u,v) =1 Slu=wv, 0 sinon):

o |
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Calcul du noyau marginalisé

-

On en déduit:

Dg,s (x) = Z P (y|x) na,s (x,y)

yeS*
=Y Pl {za o) 31, 5)
yES* y
o \
- 25(%’ Z P y‘X yZa >
1=1 yeS* )

— Z(S(@;,CL)P(% = s|x).
1=1



Calcul de P (y; = s|x)

- -

Il existe une méethode classique pour calculer P (y; = s|x) de
maniere efficace: I'algorithme Forward-Backward. Soient:

. fs(i) == P(x1... 24,y = 5),
7(s,4) € &x[L,n), {bs(z) = P (jy1...Tnly; = 5)

Le calcul de P (y; = s|x) se ramene a celui de f,(7) et bs(1),
car:

P(x1...2n,y; = $)
P (x)
O
Zs’ES fs’(i)bs’(i)

o |
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P (yi = s|x) =




Calcul de f,(7)
-

fs(7) (forward) se calcule récursivement pour par:
vteS, fi(l) = Pxi,y1 =t)=p(t[S)m (x1]t),
etpourteSety=1,...,1
fi(j) = P(x1...25,y; =1)
=Y P(a1...25,yj-1 =u,y; =1)

uesS

— Zp(l’l Tj—1,Yj—1 = w) P (xj,y; = tlyj—1 = u)
ueS

= > fulG = 1) x p(tlw)m(z)lu)
ueS

o |
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Calcul de b,(7)
-

De méme b,(¢) (backward) se calcule par:
Vit € S, bt(n) =1,
etpourteSetyj=nn—1,...,::

be(7) = P (zj41- .. znly; = 1)

— Z P (CCj—l—l ey Y41 = U|y] — t)
ueS

=D P(zj1,551 = uly; = t) P (zj12... Talyj1 = u)
ucesS

— Z bu(j + 1) X p(ult)m(zj41|u).

ueS

o |
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Remarque

- N

Les algorithmes forward et backward sont les algorithmes
de bases des HMM. On peut en particulier calculer la
probabilité d’'une séquence x = z7 ...z, par:

P (x) :ZP(xl...wn,yn:s) :Zfs(n)

seS seS

o |
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Extension

-

# Plutot que le noyau 1-spectral, peut-on marginaliser des
noyaux spectraux d’ordre supérieur?

-

# Par exemple:

Kz (Z7 Z/) — Z Na.b,s,t (Z) Na.b,s,t (Z) ;

(a,b,s,t)eA2xS?

OU 14 5+ (z) €St le nombre d'occurrences du 2-mer st
dans y qui émettent ab.

# Intérét: encoder plus d’information dans le noyau

o |
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Extension (exercice)

-

Le noyau 2-spectral peut se marginaliser en:

Ko (X7 X/) — Z (I)a,b,s,t (X) (I)a,,b,s,t (X) ;

(a,b,s,t)eA?xS?

avecC.
a b,s,t Z 5 3727 ajH—la b) P (yZ = S, Yi+1 = t’X) )

calculable par:

Py = s,yiv1 = t]x) = p(t‘s)w(wiJF}j’t()}{;(i)bt(i + 1).

o |
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