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Plan

1. Motivations

2. Analyse harmonique et covariances sur les graphes




Part 1

Motivations




Contexte

Probleme: estimation d'une fonction f : X — R a partir
d'observations ponctuelles f(xz1),..., f(xy,) ou z; € X

Ce dont on a besoin: une fonction de covariance £ : X x X — R
qui definit un processus de Gaussien de moyenne nulle par:




Cas classique

X = RP, avec (p = 2,3).

Hypothese de stationarite:




Conditions sur k£ et C

k est une fonction de covariance ssi elle est symetrique:

Ve, o' € X, k(x,2") = k(2 ),




Théoreme de Bochner

Théoréme 1. Une fonction stationnaire k(x,z') = C(x —2') sur R?
est symétrique définie positive si et seulement si c'est la transformée
de Fourier d’une mesure réelle positive.




Exemples de covariances stationnaire isotropiques

Gaussienne:




Notre probleme

Comment generaliser ces methodes a des espaces X differents?

exemple 1: A" est un graphe




10

Part 2

Analyse harmonique et
covariances sur les graphes
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Motivation

De nombreuses donnees peuvent se representer comme les noeux
d'un graphe:

par nature,
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Internet (par nature
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Reseau social (par nature)
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proteines (par nature)

Interaction des




Regions (par discretisation)
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Molecules (par necessite)
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Covariance sur un graphe

Graphe G = (X, E/) avec X un ensemble fini de noeuds, £ C X' x X
des liens entre les noeuds.

k : X xX X — IR est une covariance ssi la matrice K =
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Premiere approche: distance

Soit d(z,x’) une distance sur le graphe, par exemple la longueur
du plus court chemin entre x et 2’

Soit k(x,2") = C'(d(z,x")) ("stationnaire isotropique”)
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Deuxieme approche: analyse harmonique

Dans le cas X = RP, la condition sur C est:

C(h) = / 2™ g () dw
weRP
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Laplacien sur les graphe

Sur R?, les ¢,, sont les fonctions propres de 'operateur Laplacien:
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Exemple

1
3 ‘/'5

4




Fonctions propres du Laplacien
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Spectre du Laplacien

Les fonctions propres ¢1, ..., ¢, du Laplacien forment une base de
Fourier.

Valeurs propres Ay =0 > ... > )\, decroissent quand la frequence
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Du Laplacien a la covariance

Si f(x) est une fonction "reguliere”, la fonction k(z,x') =
f(x)f(x") est une covariance "reguliere”.

Bonne fonction de covariance:
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Exemple: noyau de la chaleur

On choisit v(\) = eP?, et on obtient

Kg=U"1PPU = P2
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Exemple de covariance
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Interpretation: Marche aléatoire

Soit 6 < 1/max(d;) et Z1, Z>... une marche aléatoire sur le graphe
avec

15 si x ~ 2/,
P(ZrH_l = ZIZ|ZZ — ZI?,) == 1 — ﬂdz Sl x = x’,
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Part 3

Covariance sur les groupes
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Motivations

Un groupe est un ensemble G muni d'une operation o associative,
avec un element neutre e tel que eox = roe = x, et tel que
chaque element z € G a un inverse z7! € G tel que zoz~ ! =e.

Exemple: (R?,+) est un groupe (commutatif)
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Statistique sur les groupes

Persi Diaconis, “Group representation in Probability and Statistics”,
IMS lecture notes, 1988.
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Covariance sur un groupe

Sur (RP.+), on prend k(zi,22) = C(x1 — x2) quand C a une
transformee de Fourier reelle positive

Sur (g,0), soit C: G — R et
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Cas des groupes finis (resume)

Theorie classique de la representation lineaire des groupes finies
(voir J.-P. Serres, 1966)

La transformee de Fourier d'une fonction f : G — R en un
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une combinaison lineaire de caracteres irreuctibles : peu de degre
de liberte!
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Calcul pratique d’une covariance sur un groupe

Soit G un groupe

Soit S C Gtelqueec Setsize Salorsz™tes




Graphes de Cayley

N A
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Groupe dihedral D7, un groupe de permutation de 14 elements, avec
differents ensembles 5.
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Part 4

Detecting pathway activity from
microarray data







Chemical reactions are often parts of pathways
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From http://www.genome.ad.jp/kegg/pathway
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Microarray technology monitors mRNA quantity




Comparing gene expression and pathway databases

Detect active pathways? Denoise expression data?
Denoise pathway database? Find new pathways?
Are there “correlations”?

40



A useful first step
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Using microarray only
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PCA formulation

Let f,(7) be the projection of the i-th profile onto v.

The amount of variation captured by f, is:
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Issues with PCA

PCA is useful if there is a small number of strong signal

In concrete applications, we observe a noisy superposition of many
events




The metabolic gene network
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Mapping f, to the metabolic gene network
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Important hypothesis

If v is related to a metabolic activity, then f, should vary
"smoothly” on the graph
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Graph Laplacian L =D — A
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Smoothness quantification

_ flexp(—BL)f
hZ(f) — fo

is large when f is smooth

O
h(f) = 2.5 h(f) = 34.2
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Motivation

For a candidate profile v,

hi(fy,) is large when v captures a lot of natural variation among
profiles
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Problem reformulation

Find a function f, and a function f5 such that:

hi(f,) be large

ha(f2) be large
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Solving the problem

This formultation is equivalent to a generalized form of CCA
(Kernel-CCA, Bach and Jordan, 2002), which is solved by the
following generalized eigenvector problem

0 K]_K2 87 K12—|—5K1 0 (87
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The kernel point of view...
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Data

Gene network: two genes are linked if the catalyze successive
reactions in the KEGG database (669 yeast genes)

Expression profiles: 18 time series measures for the 6,000 genes of
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First pattern of expression
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Related metabolic pathways

50 genes with highest so — s belong to:

Oxidative phosphorylation (10 genes)

Citrate cycle (7)
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Related genes
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Opposite pattern
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Related genes

RNA polymerase (11 genes)

Pyrimidine metabolism (10)
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Second pattern
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Extensions

Can be used to extract features from expression profiles (preprint
2002)

Can be generalized to more than 2 datasets and other kernels
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Conclusion
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Conclusion

On peut etendre la methodologie de krigeage (et processus
Gaussien, machines a vecteurs de support, methodes a noyau...) a
des espaces structures

L'approche par analyse harmonique est tres generale pour les




